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Das Problem der Reflexion des Lichtes an spiegelnden 
Linien und Flächen ist von hervorragendem geometrischen 
Interesse und hat seit Cartesius den Scharfsinn und die 
Erfindungskraft der grössten Geometer erfolgreich be- 
schäftist. Durch die schönen Resultate von Malus, Dupin, 
 Quetelet und Gergonne ist die Lösung desselben bis zu 
einem gewissen Abschlusse gelangt, und auf Grund der- 
selben hat Cayley in einer zusammenfassenden und ergän- 
zenden Arbeit („A Memoir upon Caustics“. Phil. Trans- 
actions of the Royal Society of London Vol. 147) den 
Fall der Reflexion an einem Kreise vollständig, den der 
Brechung dagegen soweit durchgeführt, als es sich um 
die Kenntnis der sekundären Brennlinie handelt. 


Für die Ausdehnung des Problems auf den Raum 
ist der Malus’sche Satz von fundamentaler Bedeutung. 
Derselbe sagt aus, dass ein System von Strahlen, welche 
von einer Fläche orthogonal geschnitten werden können, 
diese Eigenschaft nach einer beliebigen Zahl von Reflexionen 
beibehält. Im Allgemeinen wird das Problem der Re- 
flexion folgendermassen gestellt sein: 

Es ist zu einer gegebenen spiegelnden Fläche und 
einem gegebenen leuchtenden Punkte das System der 
reflektierten Strahlen sammt ihrer Enveloppe, der primären 
Brennfläche und ihren Orthogonalflächen, den sekundären 
Brennflächen oder Wellenflächen zu finden. 
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Dieses Problem ist jedoch bis jetzt nur in wenigen 
speziellen Fällen gelöst worden, so z. B. für die Re- 
flexion an einer Rotationsfläche, wenn die einfallenden 
Strahlen von einem Punkte der Achse ausgehen. Eine 
in geometrischer Hinsicht interessante und fruchtbare 
Spezialisierung besteht ferner darin, dass man die spiegelnde 
Fläche als unendlich dünne Kanalfläche annimmt. (Siehe 
Lucien Levy: „Sur une famille de surfaces developpables 
passant par une courbe gauche donnee.“ Comptes Rendus 
de l’Academie des Sciences 1884). In allen diesen Spe- 
zialisierungen kommt immer nur der eine Mantel der 
Brennfläche zur Erscheinung, der zweite reduziert sich 
auf eine Linie. Zwar hatte schon früher Lindelöf („Note 
on causties produced by reflexion‘. Report of the XXX 
meeting. of the British Association for the advancement 
of science held at Oxford 1860) die "Reflexion von 
Parallelstrahlen an allgemeinen Flächen untersucht und 
dabei unter anderen Beispielen das der Reflexion an 
Flächen zweiter Ordnung angeführt, ohne jedoch die Dis- 
kussion bis zur primären Brennfläche zu führen, welch’ 
letztere hier allerdings aus zwei vollständigen Mänteln 
besteht. Er 

So dürfte es, soweit meine Kenntnis der einschlägigen 
Litteratur einen solchen Schluss gestattet, bis jetzt kein genau 
diskutiertes Beispiel einer Reflexion geben, bei dem die 
Brennfläche allgemein genug wäre, um als zweimantlige 
von den reflektierten Strahlen doppelt berührte Fläche zu 
erscheinen. Noch eine weitere Lücke glaube ich in der 
Reihe der Untersuchungen über die Reflexion gefunden 
zu haben, nämlich den Mangel an einer vollständigen 
Untersuchung der Helligkeitsverhältnisse. Es ist zwar 
wiederholt hervorgehoben worden, dass die Brennfläche 
unendlich heller sei, als die übrigen Teile des Raumes, 


doch scheint es, dass eine eingehendere Untersuchung 
über die Verteilung des der Helligkeit im übrigen Raume 
und über die Abstufung der Helligkeit auf der Brenn- 
. fläche selbst noch nirgends durchgeführt wurde. 

Durch Herrn Professor Dr. A. Brill wurde ich ver- 
anlasst, die Ausfüllung der erwähnten Lücken zu ver- 
suchen. Es möge mir gestattet sein, demselben an dieser 
Stelle meinen innigsten Dank für die Anregungen aus- 
zusprechen, die er mir in meinen Studien überhaupt und 
Speziell bei dieser Arbeit zu teil werden liess. 

Im Folgenden beabsichtige ich nun das Problem der 
Reflexion an allgemeinen Flächen unter Hereinziehung 
der Helligkeitsverhältnisse wieder aufzunehmen und die 
in Betracht kommenden Umstände durch ein Beispiel zu 
illustrieren, bei welchem die beiden Mäntel der Brennfläche 
einzeln ausgebildet sind. Als solches wählte ich die Re- 
flexion an einer gewissen Fläche 9. Ordnung, die so be- 
stimmt wurde, dass die Brennfläche Centrafläche eines 
gleichseitigen hyperbolischen Paraboloides wird. 


Ich will mit der Betrachtung der Helligkeit beginnen f’bene Brenn- 
und dieselbe zuerst an ebenen Curven vornehmen, da hier Helligkeit. 
die Verhältnisse am einfachsten liegen und die Bedeutung 
der neu einzuführenden Begriffe am klarsten zu erkennen 
ist. Zugleich werde ich mich im Folgenden stets auf 
die Reflexion beschränken, weil das Problem der Berechnung 
besonders das im Raum bis jetzt wenig zugänglich erscheint. 


5 Von einem leuchtenden Punkte O der Ebene sollen 
nach allen Richtungen Strahlen in gleicher Dichtigkeit 
und Stärke ausgehen, die an einer Curve Ü nach dem 
Gesetz der Reflexion abgelenkt werden. Die abgelenkten 
Strahlen umhüllen die primäre Brennlinie und die Evol- 
venten der letzteren bilden das System der sekundären 


Brennlinien. Um die Helligkeit irgend eines Punktes der 
letzteren zu bestimmen, denke man sich den reflektierten 
Strahl — die Normale im betreffenden Punkte der secun- 
dären Brennlinie — und seinen Nachbarstrahl, sowie die 
entsprechenden einfallenden Strahlen des Büschels O kon- 
struiert und vergleiche nun das Stück sekundärer Brennlinie 
zwischen den Fusspunkten der reflektierten Strahlen mit 
dem Bogen, den die entsprechenden einfallenden Strahlen 
auf einem Kreise vom Radius « ausschneiden. Das um- 
gekehrte Verhältnis beider nenne ich die Helligkeit der 
sekundären Brennlinie an der betreffenden Stelle. 


Der physikalische Grund dieser Definition liegt darin, 
dass sich die Intensität der Lichtbewegung längs des 
Bogenstückes AB (siehe Fig. I!) nach der Reflexion auf 
das Stück A, D, der sekundären Brennlinie ausgebreitet 
hat. Durch den Krümmungsradius 0 der sekundären 
Brennlinie und die Winkel da, du benachbarter Strahlen 
ausgedrückt, ergibt sich die Helligkeit: | 


AB ada _ a da 
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Die gesammte Helligkeit stellt sich somit als ein 
Produkt von zwei Faktoren dar, deren ersterer, die 
Krümmung der sekundären Brennlinie, für die einzelnen 
unter sich parallelen Brennlinien verschieden ist, während 
der zweite längs ein und desselben Strahles konstant bleibt. 


Man kann den Quotienten = die spezifische Helligkeit 


des reflektierten Strahles nennen. Bezüglich des Vor- 
zeichens der spezifischen Helligkeit ist folgendes zu beach- 
ten. Konvergieren die reflektierten Strahlen nach einem 
Punkte der mit dem leuchtenden Punkte auf gleicher Seite 
der Tangente im Einfallspunkte liegt, so ist die spezifische 
Helligkeit positiv, im anderen Falle negativ. Liegt der 


leuchtende Punkt auf der Tangente selbst, so ist die spe- 
zifische Helligkeit gleich O0. Denkt man sich die sekundäre 
Brennlinie gegen das Unendliche hinausrückend, so wird 
im Grenzfalle das Verhältnis der Helligkeit an den ver- 
schiedenen Stellen derselben gleich dem Verhältnis der 
Helliskeiten der entsprechenden reflektierten Strahlen. In 
den Punkten, in welchen o gleich o wird, in denen sich 
die sekundäre Brennlinie mit den Spitzen an die primäre 
setzt, wird die Helligkeit der ersteren unendlich gross, 
so dass die Ebene auf der konvexen Seite der primären 
Brennlinie unendlich heller beleuchtet erscheint als in 
‚irgend einem anderen Punkte. 


Es liegt nahe, die Helligkeitsverteilung auf der ganzen 
Ebene durch Curven zu erläutern, welche die Punkte 
gleicher Helligkeit verbinden. Ist HZ konstant, so bestimmt 


sich 0 = 7 Te - Trägt man also auf jedem reflektierten 
Strahle vom Berührpunkte mit der primären Brennfläche 
aus eine Strecke ab, deren Grösse proportional der spe- 
zifischen Helligkeit des Strahles ist, so liegen die Endpunkte 
derselben auf einer Linie gleicher Helligkeit. Diese Linien 
gleicher Helligkeit überdecken die Ebene in jedem Punkte 
so vielfach, als die Anzahl der reflektierten Strahlen beträgt, 
-die durch den Punkt gehen. Man kann sich die Ebene 
dann immer so mit Blättern, welche längs der primären 
Brennlinie, gewissen Tangenten derselben und der unendlich 
fernen Geraden der Ebene zusammenhängen , überdeckt 
denken, dass die Helligkeit in diesen Blättern eindeutig 
wird. Aus unserer Definition der Helligkeit fliesst dann 
unmittelbar der folgende Satz: Nimmt man aus dem 
Büschel der einfallenden Strahlen ein von zwei 
Strahlen und zwei konzentrischen Kreisen be- 
Srenztes Stück heraus und verfolgt dasselbe nach 


Helligkeit der 
primären 
Brennlinie. 
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dem Vorgange der Reflexion, so wird das nun von 
den zwei entsprechenden reflektierten Strahlen 
und zwei sekundären Brennlinien begrenzte Vier- 
eck immer dieselbe Summe von Helligkeit ent- 
halten. Es wird also das Integral über die Flächenelemente 
eines solchen Vierecks je mit der betreffenden Helligkeit 
multipliziert einen konstanten Wert haben, sofern man bei 
der Integration die Einteilung der Ebene der reflektierten 
Strahlen in Blätter gehörig berücksichtigt. 

Anmerkung: Diese Ueberdeckung der Ebene mit 
Blättern hat einige Aehnlichkeit mit der von Klein be- 
trachteten Gattung Riemann’scher Flächen, welche die 
Ebene in jedem Punkte so oft überdecken als die (stets 
gerade) Zahl der konjugiert imaginären Tangenten, die 
von demselben an eine bestimmte Curve gelegt werden 
können, beträgt. In unserem Falle bleibt aber das 
Imaginäre ganz ausser Betracht, wir haben es nicht mit 
Riemann’schen Flächen zu thun und könnte die Ausschei- 
dung der Helligkeiten auch auf einer die Ebene durch- 
schneidenden Linie vornehmen. ; 


Obwohl die Helligkeit der primären Brennlinie un- 
endlich gross ist im Vergleiche zu der der übrigen Fläche 
so kann man doch innerhalb der einzelnen Teile derselben 
Unterschiede in der Helligkeit konstatieren und auf folgende 
Weise durch ein neues Maass ausdrücken. Zwei be- 
nachbarte reflektierte Strahlen mögen die primäre Brenn- 
linie in Punkten berühren deren Bogenabstand & 0 ist, 
(Siehe Fig. Il). Die Helligkeit der primären Brennlinie 
sei nun das umgekehrte Verhältnis von de zu dem Bogen 
den die einfallenden Strahlen auf einem Kreise mit dem 
Radius a ausschneiden. 
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Ist eı der Krümmungsradius (der primären Brennlinie, 
du der Winkel der reflektirten Nachbarstrahlen so hat 
man de =9, du. 


DieHelligkeitin einem bestimmten Punkte 
der primären Brennlinie ist gleich der Krüm- 
mung in diesem Punkte multipliziert mit der 
spezifischen Helligkeit des tangierenden 
Strahles. 


Ein sehr bemerkenswerter Fall der ebenen Reflexion 
tritt dann ein, wenn die spezifische Helligkeit der reflek- 
tierten Strahlen konstant ist. Es ist dann die Helligkeit 
der sekundären und primären Brennlinie gleich der Krüm- 
mung und diese Helligkeitsverteilung wollen wir als 
„normale* bezeichnen. Für diese gilt der Satz: Die 
Linien gleicher Helligkeit bei normaler Ver- 
teilung derselben sind identisch mit den 
Linien gleicher Tangentenlängen in Bezug 
auf die primäre Brennlinie. In anderen Worten: 
Die primäreBrennlinie istTraktrixkurve für 
jede der Linien gleicher Helligkeit als Leit- 
kurve. 

Wir wollen nun die Gleichung der spiegelnden Kurven 
aufstellen, welche ein Brennliniensystem von normaler 
Helligkeit liefern. 

Die 3 Winkel «, A, u, welche jeinfallender Strahl, 
Normale und reflektierter Strahl mit einer festen Richtung 
bilden, genügen der Bedingung: 

2)=10’ te -tu 
Durch Differentiation: 2dA=da-+ du 
DE RAND 
du dA 
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Die Gleichung der spiegelnden Curve in Polarkoordi- 
naten mit dem leuchtenden Punkt n Ei laute: r—=f(e) 
Dann wird: A=«a— are tg F AR 3 IR 902 
Durch Differentiation : 


dd Dean) 
Be f*(«) 
u ie 
Oder . Mare f?(e) R f'*(«) 


fe) + fe) 
fe) —2f" (a) fe) FIfX«) 


Diese ra lässt sich unter der An- 


nahme 2“ — e mit Hilfe der Substitution ae F(e) 
2 flo) 


integrieren und das Integral kann mit Ausschluss des 
Falles ce = 1 auf die nachstehende Form gebracht werden. 


1—ec a Yu 
Y N k cos ($ Po) (e 1) 
DC 


Setzt man @, — 0, was einer Drehung des Koordinaten- 


Daraus ergibt sich 9 — 


systems gleichkommt und an — n, so erhält man die 


Gleichung der gesuchten Curven in der Form: 
m—=kcosng. 


Ist n ganzzahlig, so repräsentiert diese Gleichung 
Curven mit einem n-fachen Punkt und symmetrisch liegenden 


Tangenten im Anfangspunkte; für n = 2 oder c a 
; ; 180» 2 
eine Lemniskate, für n=1 oderc = 5 eineh Kreis, der 


durch den Anfangspunkt geht. Im letzteren Falle wird die 
primäre und eine der sekundären Brennlinie eine Cardoide. 

Ist die spezifische Helligkeit e gleich 1 so wird das 
Integral der Differentialgleichung : 


gr = (Pu) 


a 


d. h. Strahlen, die vom Pole einer logarithmischen Spirale 
ausgehen und an dieser reflektiert werden, haben die 
spezifische Helligkeit 1; die primäre und eine Curve im 
System der sekundären Brennlinien sind hier logarıthmische 
Spiralen. 


Wir schreiten nun zur Festsetzung der analogen Be- 
griffe für den Raum. Lässt man einen Strahlenbündel, 
‘ das wir uns wieder homogen, d. h. nach allen Richtungen 
des Raumes Strahler gleicher Dichtigkeit und Stärke aus- 
sendend denken, an einer Fläche reflektieren, so bilden 
die reflektierten Strahlen nach dem Satze von Malus ein 
Normalsystem und umhüllen die beiden Schalen einer 
primären Brennfläche. Die unter sich parallelen Ortho- 
gonalflächen des Normalsystems bilden dann die Schaar 
der sekundären Brennflächen oder Wellenflächen. Projiziert 
man die Krümmungslinien derselben durch ihre Normalen 
— die reflektierten Strahlen — auf die spiegelnde Fläche, 
so erhält man auf dieser ein doppeltes System von Curven 
— die katoptrischen Linien -— von der Eigenschaft, dass die 
längs denselben reflektierten Strahlen eine abwickelbare 
Fläche bilden. Projiziert man diese katoptrischen Linien 
durch die einfallenden Strahlen auf eine Kugel um den 
leuchtenden Punkt, so bildet deren Projektion ein System 
orthogonaler sphärischer Curven. 


Beweis siehe Fig. II! Es sei O7 ein einfallender Strahl, 
TP der entsprechende reflektierte; PP,, PP, seien die zu 
einander senkrechten Krümmungsrichtungen der durch ? 
gehenden Wellenfläche, endlich T7,, TT, ihre Projek- 
tionen auf die Tangentialebene an die spiegelnde -Kläche, 
d. h. die Fortschreitungsrichtungen der katoptrischen Linien. 


Trägt man auf TP ein Stück TQ gleich OT auf und ver- 


bindet man Q und O mit T, und 7,, so sind die Tedraeder 


Die Reflexion 
im Raume 
katoptischer 
Linien. 


TT, T,Q und 7T7,T, O symmetrisch, da ihre Grundflächen 
gemeinsam sind und ihre Spitzen symmetrisch zur Ebene 
der Grundflächen liegen. Hieraus folgt, dass der Winkel 
der Ebenen 977, und QTT, gleich dem Winkel der 
Ebenen OTT, und OTT, oder oleich einem Rechten ist. 

Den Begriff der katoptrischen Linien hat zuerst 
Lindelöf bei Betrachtung der Reflexion von Parallelstrahlen 
an irgend einer Fläche aufgestellt und den Satz bewiesen, 
dass sich die katoptrischen Linien in die Ebene senkrecht 
zu den Strahlen als Orthogonalsystem projizieren. 

Die Helligkeit in einem Punkte der Wellenfläche 
lässt sich analog dem Früheren in folgender Weise de- 
finieren. 

Es sei in Figur III OT ein einfallender Strahl 
und 7 P der zugehörige reflektierte, welcher die Wellen- 
fläche im Punkte P trifft P,, P,. P, mögen mit P 
die vier Ecken eines aus Elementen von Krümmungs- 
linien der Wellenfläche bestehenden Vierecks bilden. Die 
vier zugehörigen Normalen der Wellenfläche schneiden 
sich zu je zweien in den Punkten F', #,, #,, #,. De 
Linienelemente F', F, und F,F, liegen auf den beiden 
Mänteln der primären Brennfläche. Wenn wir mit T, 
T,, 7,, T, die Schnittpunkte der Strahlen mit der spie- 
gelnden Fläche bezeichnen, dann sind OT, OT,, OT,, 
OT, die einfallenden Strahlen und diese mögen von einer 
Kugel vom Radius a in den Punkten R, R,, R,, R, ge- 
schnitten werden. Die Helligkeit der Wellenfläche im Punkte 
P ist nun das Verhältnis der Flächeninhalte RR, R,R, 
zu PP, P, P,. DBezeichnet man die Krümmungsradien 
der Wellenfläche mit o, und o,, die Winkel den Nachbar- 


strahlen zu PT mit du und dv und die der-entsprechenden 


einfallenden Strahlen mit d« und dPf, so drückt sich die 
Helligkeit der Wellenfläche folgendermassen aus: 


a 


ada.adB _ a da dß 


 adu.ad 9% du dr 


Die Helligkeit der Wellenfläche in einem be- 
stimmten Punkte P wird also gleich dem Pro- 
dukte aus dem Krümmungsmasse ın diesem Punkte 


ın die Quotienten Er - ‚ die wir als spezifische 
Helligkeiten des Strahles TP längs den beiden 


Krümmungsrichtungen ansehen wollen. 


Um zu übersichtlichen Formeln für die Helligkeit zu 
gelangen, wollen wir von dem System der Wellenflächen 
ausgehen. Zu einer gegebenen Wellenfläche und einem 
bestimmten leuchtenden Punkt lässt sich immer eine 
einfach unendliche Schaar von spiegelnden Flächen finden, 
welche die Strahlen des leuchtenden Punktes in Normalen 
der Wellenfläche überführen. Aus Quetelets Kon- 
struktion folgte unmittelbar, dass die Wellenfläche als 
Parallelfläche zur doppelt vergrösserten Fusspunktsfläche 
des Spiegels mit dem leuchtenden Punkt als Pol ange- 
sehen werden kann. Umgekehrt ist die spiegelnde Fläche 
die auf die Hälfte reduzierte negative Fusspunktsfläche 
einer der Wellenflächen. Hieraus ergiebt sich der für 
das Folgende wichtige Satz. 

Die Summe resp. ‚Differenz der Abstände 
eines Punktes der spiegelnden Fläche vom 
leuchtenden Punkt und der Wellenfläche ist 
konstant. Sie wird für eine bestimmte der unter sich 
parallelen Wellenflächen gleich 0. Die Gleichung dieser 
speziellen Wellenfläiche möge nun in den Parametern « 
und v der Krümmungslinien gegeben sein. 


=) y=ylaı)) z=ylmv). 
- Die ersten partiellen Abteilungen von &, y, 2 nach 
“und v seien a,b, c,a,b, c. Die Determinanten der 


RR 


Matrix | 


kosinus der Normalen. Wir bezeichnen sie mit A, 5, C 
und setzen A?—+ 2 + (0?—= 492. 


Bezeichnen X, Re Z die Koordinaten eines Punktes 
der Normalen im Punkte x, y, 2 der Wellenfläche und 
P dessen Entfernung vom Fusspunkte, so haben wir als 
Gleichungen der Normalen oder des reflektierten Strahles 
die folgenden: 


| © B, a C 
OL Ne Y=y+P5 Z=eHE8, 


Damit X, Y, Z einen Punkt der spiegelnden Fläche 
bestimmen, muss P gleich der Entfernung desselben vom 
leuchtenden Punkt, den wir in den Anfangspunkt des 
Koordinatensystems vorlegen wollen, sein. 


X2+-7P=-2-PR=o. 
Setzt man für x, Y, Z die obigen Ausdrücke in 
%, y, 2 und deren Ableitungen, so ergibt sich unter Be- 
rücksichtigung von 4?-+ B? + 0? = 4? 
PErE en u en ce), 
3 2(Ax + By (0) 
Hieraus resultiert das Gleichungssystem für die spie- 
gelnde Fläche in den Parametern u und v der katop- 


a 5, x | sind dann proportional den Richtungs- 


trischen Linien. 


Mr) IN Hi Be? +y+ 2) 
An 2 (Ac+ By-+ 0%) Band 2 (Ac + By-+ (2) 
Zr CHI) 
Tea (Are Bo 0 
Die beiden spezifischen Helligkeiten des reflektierten 
Strahles lassen sich nun leicht durch Pund die Krümmungs- 


ARE 


radien 0, und 0, der speziellen Wellenfläche ausdrücken. 
Der oben betonte Satz gibt die Bedingung OT+-TF, = 
OP, +7, F,,dain unserem Falle OoT=TP, 07T = 
T, P, ist. Aus dieser Bedingung folgert man weiter: 
da “du = DEI Sr2ul). 
Nun st 7TO=Pund TF, =o, —P; daher 


da _ a-f d$ _&-—P 
erg und analog een 
Die Formeln für die Krümmungsradien sind be- 
n G4 E4 
kanntlich:: Gr Gi 036 —m 


wo E=a?+5 +0, G+a°+b?+0?EG— 4° 
BAT BB Cy, G'= Ad + BE" + 0y" 
und ! => ß, \ die Ableitungen von ! ale } nach u} 


Pr,Y 0.7.0, 0, 
sind. Durch Einsetzen und Ausrechnen erhält man 
schliesslich das nachstehende Resultat: 
BEDARF BYE EN FR) 
du Geis Yin) 
Bere E (Ar EB FO) FE RHYEHR 
dv x E (®+y%+ 22) 


Es erübrigt uns noch, ein Maass für die Helligkeit 
der primären Brennfläche einzuführen. Die primäre Brenn- 
fläche besteht als Krümmungszentrafläche der Wellenfläche 
wesentlich aus zwei Schalen. Die Strahlen, welche inner- 
halb des Krümmungslinienvierecks PP, P,P, die Wellen- 
fläche treffen, berühren die eine Schale der Brennfläche 
innerhalb eines Flächenstückes, dessen Grösse im Ver- 
hältnis zum entsprechenden Viereck RR, R,R, auf der 
Kugel um den leuchtenden Punkt uns ein Maass für das Zu- 


Ber 


sammendrängen der Strahlen und somit für die Helligkeit 
der Brennfläche abgibt. (Fig. III.) 

Jenes Flächenstück ist begrenzt von den 4 Punkten 
fi fi, fa, fa in welchen die Strahlen durch P, P,,P,,P, 
berühren und von Stücken geodätischer Linien zwischen 
RB A und fy fh und dazu konjngierter Öurven zwischen 


Po, ma 

Der Inhalt dieses Flächenstückes f’ f, fa fs ergibt 
sich am bequemsten dadurch, dass man dasselbe mit Hilfe 
der Gauss’schen sphärischen Abbildung auf eine Kugel 
überträgt und den Flächeninhalt des Bildes auf der Kugel 
durch das Krümmungsmaass der Brennfläche dividiert. 
Bezeichnet dn den Winkel der Seiten PP, und P,P, 
des Krümmungslinienvierecks der Wellenfläche, so Fi: de 
Inhalt des Kugelbildes: a®dv - dn, wenn a den Radius 
der Kugel bedeutet. Denn das Kugelbild ist klein genug, 
um nach Art eines ebenen Parallelogramms berechnet 
werden zu können. ad» ist die Grösse der f, /, ent- 
sprechenden Seite, adn der senkrechte Abstand der gegen- 
überliegenden, ff, entsprechenden Seite von der ersteren. 
Der Inhalt von f fi fs fs ergibt sich infolge dessen 


gleich: a?dvdn: K oe 0, dvdn. 
0.84 
Der Inhalt des Vierecks RR, R, R,, welches die 


einfallenden Strahlen auf einer Kugel vom Radius a aus- 
schneiden, ist: a? d« d®. Die gesuchte Helligkeit ist der 
Quotient beider, nämlich: 


zu Ada AR. 0 ‚aß ‚de 


0’ 01° dv dn BR ee dv "dan 


Statt ER kann man auch schreiben denen 
dn du dn 


d 
ne ist die Tangente des Neigungswinkels, welchen die 


> 


a 
u, 
N 


a 


Fokallinie ?F, F, mit der Achse des unendlich dünnen 
Bündels der zu P T benachbarten Strahlen einschliesst. 


Um a in Funktion der Coordinaten der Wellenfläche und 
In 


deren Differentialquotienten auszudrücken, betrachten wir 
das Viereck P P, P, P,. Die Seiten desselben sınd 
dv V@ und du VE. Der Winkel dn, welchen ? P, 
und ?P, P, bilden, ist gleich: 


kae3 
a ih eV 
dn Zara ie PP, = VG d u 


Der Winkel du der Normalen in P und P, ist 
gleich: 


A Pas en du 
AEVE 3E 
Daraus folgt: se er Mae — N 
“ Y nee KERN, E 
V vd 


Die Helligkeit eines Punktes des einen 
Mantels der primären Brennfläche ist also 
gleich dem Krümmungsmaasse an dieser Stelle 
multipliziert mit den beiden spezifischen 
Helligkeiten des berührenden Strahles, und 
mit der Tangente des Neigungswinkels, den 
dieser Strahl mit der konjugierten Richtung 
auf dem anderen Mantel der Brennpfläche 
einschliesst. 


Ich will hier auf eine Spezialisierung eingehen, bei 
welcher die obigen Formeln zum Teil unbrauchbar werden, 
indem ich die Spiegelung an abwickelbaren Flächen einer 
näheren Betrachtung unterziehe. Die eine Schaar katoptri- 
scher Linien wird in diesem Falle immer von den Er- 
zeugenden der Fläche gebildet, da sich die Strahlen, 
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Spiegelung an 
abwickelbaren 
Flächen. 


EN 


welche längs einer Erzeugenden auffallen, nach der Reflexion 
im Gegenpunkte. des leuchtenden Punktes in Bezug auf 
die Tangentialebene der Erzeugenden schneiden. Die 
Curve dieser Gegenpunkte liegt auf dem Polarkegel zur 
abwickelbaren Fläche, dessen Spitze der leuchtende Punkt 
ist. Sie ist infolge ihrer Konstruktion als sekundäre Brenn- 
fläche aufzufassen, da sie ja die doppelt vergrösserte Fuss- 
punktsfläche vom leuchtenden Punkt als Pol aus kon- 
struiert darstellt. Es schneiden sich aber auf ihr auch 
die längs einer Erzeugenden der spiegelnden Fläche reflek- 
tierten Strahlen und infolge dessen bildet sie zugleich 
den ersten Mantel der primären Brennfläche. Die übrigen 
Wellenflächen sind Kanalflächen, d. h. Enveloppen von 
Kugeln mit gleichem Radius, welche die Öurve der Gegen- 
punkte als Leitlinie haben. Der zweite Mantel der 
primären Brennfläche wird von den Ebenen umhüllt, in 
welchen die längs einer Erzeugenden reflektierten Strahlen 
liegen. Er ist die abwickelbare Polarfläche der Curve der 
Gegenpunkte. Die ihm zugehörige Schaar der katoptrischen 
Linien lässt sich durch folgende Konstruktion finden. Man 
lege um den leuchtenden Punkt als Mittelpunkt eine Kugel 
und projiziere die Erzeugenden durch Radien auf dieselbe. 
Ihre Projektion ist eine Schaar J grösster Kreise, welche 
eine bestimmte Curve, den Schnitt des Kegels der vom 
leuchtenden Punkt nach der Rückkehrkante der spiegelnden 
Fläche geht, umhüllen. Die sphärischen Evolventen dieser 
Curve geben auf die spiegelnde Fläche projiziert die zweite 
Schaar katoptrischer Linien. Legt man zu den Ebenen 


der längs einer Erzeugenden reflektierten Strahlen Parallel- _ 


ebenen durch den Mittelpunkt der Kugel, so bestimmen 
dieselben dort ebenfalls eine Schaar — ich nenne sie 11 
grösster Kreise, welche den Schnitt des Polarkegels zur 
Curve der Gegenpunkte umhüllen. Die Orthogonaltrajek- 


torien dieser Schaar sind die sphärischen Bilder der zweiten 
Schaar von Krümmungslinien der Wellenflächen. Die 
erste Schaar sind Kreise, in welchen sich aufeinander- 
folgende Kugeln schneiden. 

Legt man endlich noch durch den Mittelpunkt der 
Kugel Parallelebenen zu den Tangentialebenen der spie- 
selnden Fläche, so bestimmen diese eine dritte Schaar 
grösster Kreise auf der Kugel. Die so erhaltenen 3 Schaaren 
I, II, III, sind dadurch, dass je 3, verschiedenen Schaaren 
angehörige Kreise Parallelebenen entsprechen, die sich in 
einer Erzeugenden der spiegelnden Fläche schneiden, auf- 
einander bezogen und zwar sieht man aus der Lage der 
entsprechenden Ebenen leicht, dass die Kreise / und /I 
mit Z1I gleiche Winkel einschliessen. Man kann somit 
die Schaar II erhalten, indem man die Schaar I an der 
Enveloppe der Schaar I/II spiegelt. Entsprechende Punkte 
auf entsprechenden Kreisen der Schaaren I und II er- 
geben sich aus der Bemerkung, dass das längs einer Er- 
zeugenden gespiegelte Strahlenbüschel dem einfallenden 
kongruent ist. Sie sind also vom Schnittpunkte der ent- 
sprechenden Kreise gleich weit entfernt, und ihr kürzester 
Verbindungskreis wird vom entsprechenden Kreise der 
Schaar I/II senkrecht halbiert. Unsere Betrachtungen 
zeigen, dass dem Problem der Spiegelung an 
abwickelbaren Flächen dasallgemeinstesphä- ° 
rische Reflexionsproblem entspricht. 


Hat man auf der Kugel zwei Curven A und DB ge- 
geben, von denen die eine Brennlinie der einfallenden 
Kreise sein soll, so existiert gleichwie im analogen ebenen 
Probleme ein ganzes System spiegelnder Curven, welche 
die Tangentialkreise der Curve A in solche der Curve B 
überführen. Man kann dasselbe mechanisch dadurch er- 
zeugen, dass man einen Faden von konstanter aber sonst 

a 


beliebiger Länge auf beiden Curven auf- resp. abwickelt. 


Es beschreibt dann der Knickpunkt des Fadens immer 
eine Curve der gesuchten Art, die ım Allgemeinen aus 
zweierlei Zweigen besteht, welche sich rechtwinklig durch- 
setzen. Die Gesammtheit der Curven bildet ein System 
geodätischer Ellipsen und Hyperbeln mit den Fokalkurven 
A und B. | \ 


Jede dieser Curven CU bestimmt ım Vereine mit A 
und B eine abwickelbare spiegelnde Fläche des ersten 
Problems und zwar bis auf den Maasstab. Durch A geht 


ein bestimmter Kegel, dessen Mantellinien die Tangential- 


ebenen von Ü zugeordnet sind und man hat auf ihm 


eine Curve so zu verzeichnen, dass ihre Schmiegungsebene 


im Schnittpunkte mit einer Mantellinie der entsprechenden 
Tangentialebene an Ü parallel läuft. Die abwickelbare 
Fläche dieser Curve ist dann eine spiegelnde Fläche der 
verlangten Art. 


Die spezifische Helligkeit der reflektirten Strahlen 
lässt sich mit Hilfe unserer sphärischen Abbildung ohne 
weiteres definieren. Nimmt man aus den Schaaren 
I und II entsprechende, von grössten Kreisen und Ortho- 
gonaltrajektorien gebildete Elementarvierecke heraus, so 
ist das Verhältnis ihrer Flächeninhalte die spezifische 


Helligkeit der den Punkten der Schaar II] entsprechenden 
Strahlen. Bezeichnen « und » die Winkel, welche die 


Radien entsprechender Punkte mit dem Berührpunkte der 
betreffenden grössten Kreise an A und Ü einschliessen, 
ferner da, dß die Winkel benachbarter, sich entsprechender 
Tangentialkreise an A und ©, so drückt sich jenes Ver- 
da sin u 

dß sinv 
Curve Ü ist sin v = 0 also H=w. Die entsprechenden 
Strahlen sind Tangenten an die Rückkehreurve der 


hältnis folgendermassen aus: H = 


Längs der 


= 


Er Le Henn 


(abwickelbaren) primären Brennfläche. Setzt man u = o' 
so wird H=0. Die entsprechende Curve auf der Kugel 
wird erhalten, indem man von den Punkten der Curve B, 
aus, auf dem Tangentialkreise an © jenes Stück des Tan- 
gentialkreises an A abträgt, welches zwischen dem Punkt 
der Curve B, und dem Berührpunkte liest. Die den 
Werten 4 = 0 entsprechenden Strahlen entstehen durch 
Reflexion an der Rückkehrkante der spiegelnden Fläche. 


Es würde uns zu weit führen, wollten wir noch 
weitere Spezialisierungen treffen und etwa die spiegelnde 
Fläche als Kegel oder Cylinder *) voraussetzen. 


*) Ich erlaube mir hier, bezüglich des im Jahrbuche für die 
Fortschritte der Mathematik im Jahre 1883 erschienenen Referates 
des Herrn Professor August über meine Begleitschrift zu dem 
Modelle: ‚Fläche 12 Ordnung, Brennfläche der von einer leuchtenden 
Linie ausgehenden Strahlen nach ihrer Reflexion an einem Cylinder, 
dessen Achse die Linie trifft“. (Serie 8 der Modellvorlagen von 
L. Brill in Darmstadt) Einiges zu bemerken. Diese Fläche ist 
dadurch entstanden, dass man die Katakaustiken eines bestimmten 
Kreises, für die verschiedenen Entfernungen des leuchtenden Punktes 
gebildet, so aufeinanderschichtet, dass die Kreise einen Cylinder, 
die leuchtenden Punkte eine gerade Linie durch die Achse des- 
selben bilden. Ich habe diese Fläche als Brennfläche bezeichnet, 
gebe jedoch zu, dass diese Bezeichnung nicht ganz glücklich ge- 
wählt ist. Dass sie nicht im gewöhnlichen Sinne zu nehmen ist, 
geht daraus hervor, dass man es in diesem Falle nicht mit eiuem 
Strahlsystem, sondern mit einem Complexe zu thun hat. Wenn 
man jedoch, wie dies Herr Professor August vorschlägt, an Stelle 
des Begriffes Brennfläche in dieser dreidimensionalen Geraden- 
mannigfaltigkeit die Enveloppe der den einzelnen leuchtenden 
Punkten zugehörigen Brennflächen setzen wollte, so würde man 
in unserem Falle nur wieder zum spiegelnden Cylinder selbst ge- 
langen, da ja die Brennfläche die Spiegelfläche immer längs der 
Schnittlinie der Polarfläche der letzteren in Bezug auf den leuch- 
tenden Punkt berührt. Längs dieser Berührungscurve hat aber 
die Brennfläche die Helligkeit o, 


Anwendung 
auf ein spe- 
ziellesBeispiel. 


Die hiebei auftretenden Curvensysteme auf der Kugel 
vereinfachen sich dann, wie leicht zu übersehen ist, und 
es gelingt leicht, die speziellen Fragen bezüglich der 
Helligkeit namentlich bezüglich der primären Brennfläche 
zu erledigen. 


Nachdem wir im Vorausgehenden eine Reihe allge- 
meiner Formeln aufgestellt haben, wollen wir dieselben 
nun auf ein spezielles Beispiel anwenden und 
wir wählen zu diesem Zwecke ein solches, das eine 
möglichst weitgehende Durchführung der Rechnung und 
Interpretation der Schlussgleichungen gestattet. 


Es sei als Wellenfläche einhyperbolisches Para- 
boloid mit kongruenten Hauptschnitten gegeben; der 


Als Fläche der hellsten Stellen überhaupt ist in unserem 
Falle die Fläche der singulären Linien der einzelnen Brenneylinder 
— ein Cylinder 6. Ordnung, der Projektionscylinder der Rück- 
kehrkante unserer Fläche — anzusehen. Sucht man jedoch auf 
jeder einzelnen Erzeugenden der Brenncylinderschaar den hellsten 
Punkt, so gibt die Verbindungsfläche dieser hellsten Punkte die 
von mir als Brennfläche bezeichnete Fläche 12. Ordnung. 5 

Es existiert übrigens eine dritte Fläche, die mit den vorher- 
gehenden um die Bezeichnung Brennfläche erfolgreich konkurieren 
kann. Die erwähnten Brenncylinder sind nämlich nur der eine 
Mantel der vollständigen Brennfläche, die zu einem leuchtenden 
Punkt und spiegelnden Cylinder gehört, der andere reduziert sich 
auf eine Linie, die jeweilige sekundäre Brennlinie der ebenen 
Katakaustik und ist infolge dessen unendlich heller als die einzelnen 
Partien des Brenncylinders. Die Fläche dieser Mäntel, eine wind- 
schiefe Fläche 4. Ordnung, ist der Ort der Spiegelbilder der leuch- 
tenden Linie in Bezug auf die Tangentialebenen des spiegelnden 
Cylinders. Sie ist in gewissem Sinne auch als Singularitätenfläche 
des Complexes 4. Ordnung der reflektierten Strahlen aufzufassen, 
da sich in jedem ihrer Punkte vom Complexkegel eine Ebene und: 
in jeder ihrer Tangentialebenen von der Complexcurve ein Punkt 
abspaltet. 


leuchtende Punkt möge sich im Scheitel desselben befinden; es 
soll nun die Frage beantwortet werden: Welchesistder 
Spiegel, der die Strahlen des leuchtenden 
Punktes durch Reflexion in Normalen des 
Paraboloids überführt? 

Die Anzahl der Lösungen ist eine einfach unendliche. NS 
Wir können zu jeder Parallelfläche des Paraboloids die er Fläche. 
negative Fusspunktsfläiche vom leuchtenden Punkt als 
Pol aus aufsuchen und ihre Dimensionen auf die Hälfte 
reduzieren. Auf diese Weise erhalten wir immer eine 
spiegelnde Fläche, welche die Bedingung erfüllt. 


Wir wählen die halbe negative Fusspunktsfläche des 
Paraboloides selbst. Letzteres habe die Gleichung: 


x. — ya 4 


Oder in Parameterform : 


"= -2p—-W)w-» 
„"=—2(p+u (P+v) 
z=u-+te. 
Dabeı wird: 
I u—v Er u — dv Bm pur) 
A= y , I top 7 b) = wy ? 


2(u—v) Y — ur 
xy SE 


dA 


Diese Ausdrücke in die früher entwickelten Formeln 


eingesetzt erhalten wir: 


ars (u — v0)? — 4 p2 Raran 
IR 2p (u+ v) V 2 


Die Coordinaten der spiegelnden Fläche ergeben sich 
hieraus folgendermassen : 


ae 


X in Burn (4p (u+v) - (uw) 
102 15 IT a) (4Ap (ut v) + (u — v)?— 4p°?) 
GUTEN Oele 

2 2 (u+v) 


Führt man statt der Parameter v, v für die katoptri- 
schen Linien neue ein, und setzt man u+v=2o; 
u—-v—=2ß, oder u=a+tß, v—=a-- ß, so erbalen > 
-die Gleichungen die einfachere Form: ; 


; — a)? — #2 ; ; 
as Fr i= (2p « — ß?-+- p?)? 
LE BU 
Ho naeten ß (pa 8% — p2)® 

RE en 


Rechnet man aus Ei letzten Gleichung ß? und setzt den 
Wert in die beiden ersten ein, so erhält man X und “x 
in Funktion von Z und dem Parameter «: 

2p?X?= a (Z—-3a+2p) (Z2ua — 2»)? 

29? Y? =a (Z— 3a —2p) (Z— 2a + 2p)° 

Ich habe die Gestalt der Fläche genauer untersucht 
und begnüge mich hier, kurz die Resultate der Unter- 
suchung anzuführen. & 

Die Fläche zeigt, wie aus den Gleichungen unmittelbar 
ersichtlich ist, dieselben Symmetrieverhältnisse wıe das 
gleichseitige hyperbolische Paraboloid. Sie besteht aus 
zwei ins Unendliche sich erstreckenden Partien, welche nur 
durch die in der Nähe des Ursprunges von Z=2p bis 
Z = — 2p isoliert verlaufende Doppelgerade, die Z-achse, 
verbunden sind. 

Der Winkel &, unter welchem sich die Fläche längs 


der opD Bun schneidet, ist durch die Gleichung 

N 
tg” 5 Ba u, 
Werthe von Z einem Rechten. 


—F , bestimmt. Er nähert sich für grosse 


“ 


Eu 


Die XZ- und YZ-Ebene schneiden die Fläche ausser 
in der doppelt zählenden Z-achse und einem gleichfalls 
doppelt zählenden , konjugiert- imaginären (Greradenpaar 
nach einer Neil’schen Parabel: 


.< Z-2p)® 


2 
> 2 
= 37, 2 En 

Hieraus folgt die Ordnung der Fläche gleich 9. Die 

Fläche besitzt eine durch die Beziehung 
Z2 120. Z+ 240? — 4p?—( 
bestimmte RKückkehrkante. 

Diese Rückkehrkante hat 8 ohne Asympteten ins 
Unendliche verlaufende Zweige und in den beiden Punkten 
der Z-achse, Z=2p, Z= — 2p, folgende Singularität: 
Es treffen sich in jedem dieser Punkte zwei Spitzen, die 
in verschiedenen Ebenen liegen. In demselben Punkte 
schneiden sich zwei konjugiert imaginäre Doppelgerade 
und wird die Z-achse als Doppelgerade isuliert. 

Ich versuche in beigegebener Figur IV die nieht ganz 
leicht zu übersehende Gestalt der Fläche deutlich zu 
machen. 


Wir gehen nun zur Betrachtung der primären Brenn- 
fläche über. 

Ihre Gleichungen findet man, indem man in die des 
reflektierten Strahles für den Parameter o den Wert für 


3 6, i — 2 
einen der Krümmungsradien 0 =- 
pP 


V-w ode , = 
—2u 
p 


V — 4v substituiert. 


Auf diese Weise ergibt sich: 
PX= 2 (p-—u) po) 
Der ap) arro)? 

Z=u-+3v. 


Bestimmung 
der Brenn- 


fläche. 


Dabei entspricht den Werten u = const., das System 
der den Krümmungslinien der Wellenfläche zugeordneten 
geodätischen Linien; den Werten v® —= const. ihre kon- 
jugierten Curven. 

Die ÜCentrafläche des allgemeinen Paraboloides ist 
von Caspari (Crelle’s Journal, Bd. 81) zum Gegenstande 
eingehender Untersuchungen gemacht worden, wesshalb 


ich mich hier darauf beschränke, die für die gestaltlichen 


Verhältnisse wichtigen Punkte anzuführen. (Die Centra- 
fläche des elliptischen Paraboloides wurde von Herrn 
Dr. L. Schleiermacher modelliert, (Serie 5 des Modell- 
verlages von L. Brill, Darmstadt) die in der Begleit- 
schrift angegebenen Formeln gelten auch für den Fall 
des hyperbolischen Paraboloides.) 


Die Fläche besteht aus zwei kongruenten, zur XZ- 
und YZ-Ebene symmetrischen Mänteln, deren jeder eine 
apollonischen Parabel als Rückkehrkante hat und sich 
von der Ebene derselben nach beiden Seiten hin nach | 
Art einer semikubischen Parabel entfernt. 


Der Zusammenhang beider Mäntel findet ausser ın 
den beiden, der Umbilikaleurve v=v auf dem Para- 
boloid entsprechenden imaginären Kegelschnitten : 


Se A 1 
pX=iV2—- 52) 

Su 28 1 
pY=iV2 +52? 


noch längs einer reellen, durch folgende Gleichungen de- 
finierten Curve statt. 
(v — 2p)? (w+4p)? 
pxX— 2w 
er en 


2 w 


Va ee 
ET w 


in 


Sie besteht aus vier ins Unendliche sich erstreckenden 
Zweigen mit je einer Spitze. Die Ordnung der Fläche 
ist 9; ihre Klasse 5. Ich habe in Fig. V. ihre Gestalt 
und den Verlauf der geodätischen und konjugierten Linien 
perspektifisch dargestellt. 

Der Verlauf der Curven u = const., v = const. lässt 
sich einfach dadurch feststellen, dass man die Projektionen 
auf die XZ- und YZ-Ebene aufsucht. Eliminiert man 
aus den zwei ersten Gleichungen der Fläche vo mit Hilfe 
der dritten, so ergibt sich: 


= (Z—3p — w? 


az 2 rm) (Z+3p — u)’ 


27 p2 

Diese Gleichungen geben die Projektionen des Systems 
geodätischer Linien auf der Brennfläche. Sie stellen 
Neil’sche Parabeln dar. Man überzeugt sich leicht, dass 
die geodätischen Linien der vollständige Durchschnitt der 
Projektionscylinder sind, also Öurven 9. Grades. 

Wenn man aus den beiden ersten Gleichungen u 
mit Hilfe der dritten eliminiert, so erhält man die Pro- 
jektionen der zu dem geodätischen System konjugierten 
Uurven. 


Ka ee (p — v)® 
vr ZEN pn 


Es sind dies die Gleichungen apollonischer Parabeln ; 
die Curven selbst werden daher Raumcurven 4. Ordnung 
erster Spezies mit einem Knotenpunkt im Unendlichen. 

Zeichnet man das System der geodätischen und kon- 
jugierten Curven auf der Brennfläche, so fällt die Unab- 
hängigkeit derselben von der Durchdringungscurve beider 
Mäntel in die Augen. Diese Durchdringungscurve erscheint 


Die spezi- 
fischen Hellig- 
keiten der 
reflektierten 
Strahlen. 
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gleichsam als zufälliges Gebilde und unterscheidet sich 
ganz wesentlich von der durch Monge diskutierten in 
unserem Falle imaginären Doppelcurve, welcher eine 
Linie sphärischer Krümmung auf der Wellenfläche ent- 
spricht. Der wesentliche Grund liegt, wie Kummer bereits 
bemerkt, darin, dass das Strahlsystem der Doppeltangenten 
an die Krümmungscentrafläche der Flächen zweiten Grades 
in zwei Partialsysteme zerfällt, von denen aber nur das 
eine die Eigenschaft hat, Normalensystem zu sein. 


Mit der spiegelnden Fläche steht die Brennfläche in 
folgendem Zusammenhang: Schreibt man die Gleichungen 


uftv 


der letzteren in dem Parameter « = —, 80 ergibt sich: 


8 pP? X —= (Z+2p —6ao) (Z—-2p — 2a)? 
82’ Y’=(Z— 2p —be) (Z+2p — 20). 


Stellt man daneben die Gleichungen der spiegelnden 
Fläche: 

2p? X? =a (Z—- 3a +2p) (Z—- 2a — 2p)? 

202 Y?=a (Z—- 3a —2p) (Z- 2a 4 2p)% 
und dividiert die entsprechenden Gleichungen für X und Y, 
so erhält man beidesmal die Bedingung: 

0=Z?— 12a Z — 4p? — 2402, 

welche die Rückkehrkante auf der spiegelnden Fläche 
charakterisiert. Es liegt also die Rückkehrkante der 
spiegelnden Fläche auf der Brennfläche. 


Nach dieser Betrachtung der gestaltlichen Verhältnisse 
der bei dem: Problem in Betracht kommenden Flächen 
will ich mich zur Untersuchung der Helligkeit selbst 


wenden. 


Unsere allgemeinen Formeln für die beiden spezifischen 
Helligkeiten eines Strahles ergeben für den speziellen Fall: 


an 


laden; a u Re 
an? (u — v)? — 4p? 
a (u — v)? — 4p? —4u (u+r) 
= (u —v)? — 4p2 
U Sr ® ß spe Ur " 


2 ve, 2 


Oder ın den Parametern «& = 


geschrieben: 


u _PH2eP 20 op 
> pP? — ?ae ß — 22 — yp? 


Trägt man « und v als Coordinaten eines Punktes 
in ein rechtwinkliges System, so kann man die uv-Ebene 
als Abbildung des Paraboloides auffassen und zunächst ın 
dieser die Abhängigkeit der Helligkeit von den Parametern 
«a und v studieren. Bei der Uebertragung der Abbildung 
auf das Paraboloid ist zu bemerken, dass nur jene Para- 
meterwerte reelle Punkte der Fläche liefern, welche ent- 
gegengesetztes Vorzeichen haben und der Bedingung ge- 
nügen: 

BZ: BAR 

Die Curven H, = const. geben in der Abbildung ein 

Büschel von Kegelschnitten, wobei den zerfallenden die 


Helligkeiten ©, — 1, — = zukommen. Den reellen Punkten 


des Paraboloides entprechen Helligkeiten von —- 3 bis 
— 2; ihre Verteilung soll Fig. VI veranschaulichen, in 
welcher der ungefähre Verlauf der Linien gleicher spe- 
zifischer Helligkeit längs einer Schaar von Krümmungs- 
linien dargestellt ist. Dem Scheitelpunkte entsprechen 
alle möglichen Helligkeiten von 0 bis — 2. Die Strah- 
len positiver Helligkeit, die innerhalb des schraffierten 
(Gebietes das Paraboloid treffen, haben denfdieser Hel- 
ligskeit entsprechenden Brennpunkt auf der dem leuchten- 
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den Punkt zugekehrten Seite der Tangentialebene an 
die spiegelnde Fläche; dieser Brennpunkt ist also auch 
physikalisch gesprochen reell und die entsprechenden Partien 
der Brennfläche entstehen durch wirklichen Schnitt be- 
nachbarter Strahlen. Genau das Analoge gilt von der 
Verteilung von H,; es erscheint hier nur die Figur um 


90° gedreht. 


Die Verteilung der gesammten spezifischen Helligkeit 
H=H,: U, ist nach dem Gesagten leicht zu übersehen. 
In der ebenen Abbildung werden die Curven H = const. 
Elemente eines Büschels von Curven 4. Ordnung, die 
auf das Paraboloid übertragen, annähernd wie ın Fig. VII 
verlaufen. Den nicht schraffierten Partien entsprechen 
Strahlen, deren beide Brennpunkte viertuell sind. 


Fragen wir nach den Curven auf der spiegelnden 
Fläche und der primären Brennfläche, denen Strahlen 
von der spezifischen Helligkeit 0 entsprechen. Die Be- 
dingung, dass die spezifische Helligkeit gleich O sei, drückt 
sich folgendermassen aus: 

(#? — 2a? + 208 — pP) (?— 2a? — 2aß— pr) — 0 
oder: 


Bt — 8a? 8? + Adot + 4a? — 2 p + pt—N. 


Für die Z-Coordinate der spiegelnden Fläche fan- 
den wir: 
z_2e2+P-P 


& 


Hliminieren wir aus beiden Gleichungen ß, so ergibt 


sich: 2 — 12a Z+240?— 49? —0. 


Dies ist aber die Bedingung für die Rückkehrkante 
der spiegelnden Fläche von der wir wissen, dass sie auf 
der primären Brennfläche liegt. 
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Die Strahlen, welche längs der Rückkehrkante reflek- 
tiert werden, haben also die spezifische Helligkeit 0, ein 
Resultat, welches wir analog bei den abwickelbaren Flächen 
gefunden haben. 

Inn Vorhergehenden haben wir nur jenen Teil der 
Helligkeit in Betracht gezogen, welcher nicht direkt von 
der Krümmung der Wellen- oder Brennfläche abhängt, 
sondern durch die spezielle Art der Erzeugung bedingt 
wird. Setzen wir denselben allenthalben konstant voraus, 
so erhalten wir eine Strahlenverteilung, welche blos von 
den geometrischen Eigenschaften der Wellen- und Brenn- 
fläche abhängt und deren entsprechende Helligkeit wir 
als normale bezeichnen wollen. Die Strahlenverteilung 
ist geometrisch folgendermassen charakterisiert: Zieht man 
zu den Strahlen eines Systems von normaler Helligkeit 
Parallelstrahlen durch einen festen Punkt, so ist das 
Bündel der Parallelstrahlen nach allen Richtungen des 
Raumes von gleicher Helligkeit. Die normale Helligkeit 
der Wellenfläche ist nach dem früher Entwickelten pro- 
portional den Krümmungsmaasse. Die Linien gleicher 
normaler Helligkeit decken sich also mit den Linien kon- 
stanten Krümmungsmaasses. Ihre Projektion auf die 
XY-Ebene gibt in unserem speziellen Falle ein System 
konzentrischer Kreise. 


Die normale Helligkeit in irgend einem Punkte des 
einen Mantels der Brennfliche haben wir proportional zu 
setzen dem Produkte aus dem Krümmungsmaasse in diesem 
Punkte multipliziert mit der Tangente des Winkels, den 
der berührende Strahl mit der konjugierten Curve auf 
dem anderen Mantel einschliesst. Dieses Produkt ergibt 
sich bei unserem Beispiele folgendermassen : 
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12 uv2 Vu (w— u) (p—v)(p-+v) 


Mechanische 
Konstruktion 
der spiegeln- 
den Fläche, 


Diese Grösse multipliziert mit den beiden Helliskeiten 
H, und H, gibt uns das endgiltige Maass der Helligkeit 


in einem Punkte der Brennfläche. 


Zum Schlusse will ich noch eine mechanische Kon- 
struktion der spiegelnden Fläche aus der Brennfläche an- 
geben, welche die Abhängigkeit genannter Flächen von 
einander zeigen soll. Ich beschränke mich auf die speziell 
diskutierte Fläche und will selbst bei dieser der Einfach- 
heit halber nur jene Partien betrachten, welche zu einer 
physikalisch realisierbaren Brennfläche Anlass geben. Die 
Erweiterung der Konstruktion auf die übrigen Teile, sowie 
auf das ganze System der dem leuchtenden Punkte und 
der Brennfläche entsprechenden spiegelnden Flächen er- 
fordert keine wesentlich neuen Hilfsmittel. 


ABCD und EFGH (siehe Fig. VIII) sind je der 
vierte Teil eines Mantels der Brennfläche, der erste 
begrenzt von der + YZ- und der XZ-Ebene, der zweite 
von der — YZ- und + XZ-Ebene. BC und FG sind 
je die Hälften von Neil’schen Parabeln; AB und EF die 
von Apollonischen Parabeln. Erstere gehören dem Systeme 
der geodätischen Linien, letztere dem der konjugierten 
Curven an. 

Man spanne einen Faden von Ü aus längs der Neil- 
schen Parabel nach B, von dort geradlinig nach F und 
dann längs der zweiten Neil’schen Parabel nach @, wo 
er einstweilen befestigt werden möge. Führt man den 
auf C liegenden Punkt P des Fadens so auf dem Mantel 
ABCOD, dass der Faden stets gespannt bleibt und also 
auf den Mänteln Stücke von geodätischen Linien bildet, 
so beschreibt ?P eine zum System der geodätischen Linien 
orthogonale Curve p. Hält man hingegen P in C fest. 
und bewegt man den auf @ liegenden zweiten Endpunkt 


@ des Fadens auf dem zweiten Mantel EF@GH, so be- 
schreibt dieser ebenfalls eine zum System der geodätischen 
Linien orthogonale Curve @. 

Irgend zwei Punkte, von denen der eine auf p der 
andere auf g liegt, haben „gleiche Fadendistanz“ d.h. 
sie können durch einen teils über die Fläche in geodäti- 
schen Linien, teils im Raume in gerader Linie verlaufenden 
Faden von konstanter Länge ÜBF@G verbunden werden. 
Man knüpfe an P einen zweiten ausserdem im leuchtenden 
Punkte O befestigten Faden von der Länge OBO, wo 
CB wieder auf der Neil’schen Parabel gemessen gedacht 
wird, und spanne denselben etwa mittels eines Ringes 
derart, dass er von P aus zuerst neben dem anderen 
Faden zu einem Punkte 4 desselben und von H direkt 
nach OÖ läuft. Man halte nun Q in @ fest und bewege 
P von Ü aus auf der Curve p, so wird der Ring bei 7 
auf dem Mantel A BÜD eine Curve r beschreiben, welche 
Rückkehrkante der spiegelnden Fläche ist. Die Curve r 
grenzt auf ABCOD den Teil der Brennfläche ab, welcher 
physikalisch realisierbar ist. Hält man P auf einem be- 
liebigen Punkte von p fest, und lässt man Q die Öurve gq 
durchlaufen, so beschreibt der Ring bei 7 eine katoptrische 
Linie der ersten Schaar auf der spiegelnden Fläche. Ebenso 
beschreibt 7 eine katoptrische Linie der zweiten Schaar, 
wenn Q auf einem Punkte von g festgehalten und P auf 
der Curve 9 bewegt wird. 


Tübingen, im Januar 1885. 
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